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1 Funkcja i sens pochodnej

1.1 Cel zajecé

Celem zajeé jest wprowadzenie pojecia funkcji oraz pochodnej poprzez interpretacje zmian
wielkosci wystepujacych w chemii.
Po zajeciach student powinien:

e rozumie¢ pojecie zmiennej niezaleznej i zaleznej,
e umie¢ odczytaé podstawowe informacje z wykresu funkc;ji,
o oblicza¢ zmiang wartosci funkcji,
o rozrozniaé Srednig i chwilowa szybko$é zmiany;,
o rozumie¢ pochodng jako szybkosé zmiany wielkosci,
o rozumie¢ pochodng jako nachylenie stycznej do wykresu,
« interpretowac¢ znak oraz wartos¢ pochodnej,
dc

rozumieé znaczenie wielkosci G chemii.

Na tym etapie najwazniejsze jest zrozumienie znaczenia pochodnej, a nie jedynie

mechaniczne stosowanie regut rézniczkowania.

1.2 Pojecie funkcji
Funkcja opisuje zaleznos¢ jednej wielkosci od drugiej.
Mozemy ja zapisa¢ w postaci:

y = f(x)

Oznacza to, ze warto$¢ y zalezy od wartosci z.
W chemii takie zaleznosci wystepuja bardzo czesto, np.:

c=f(t)
stezenie zalezy od czasu,

p=f(V)
ci$nienie zalezy od objetosci,

k= f(T)

stata szybkosci reakcji zalezy od temperatury,



A= f(e)

absorbancja zalezy od stezenia,

pH = f(V)

pH zalezy od objetosci dodanego titranta,

E=f(r)

energia uktadu zalezy od odlegto$ci miedzy atomami.

1.3 Zmienna niezalezna i zmienna zalezna

W zaleznoéci:

c=f(t)

czas t jest zmienng niezalezng, natomiast stezenie ¢ jest zmienng zalezna.
Oznacza to, ze obserwujemy, jak stezenie zmienia si¢ w miare uptywu czasu.

Podobnie dla zalezno$ci:

p=f(V)

objeto$¢ V jest zmienng niezalezna, natomiast cisnienie p jest zmienng zalezng.

Przyktad

W réwnaniu Lamberta—Beera:
A =¢lc
jezeli zmieniamy stezenie roztworu c, to:

o stezenie ¢ jest zmienng niezalezng,

o absorbancja A jest zmienng zalezng.

1.4 Sposoby przedstawiania funkcji

Funkcje mozna przedstawi¢ za pomoca:

1. wzoru,
2. tabeli,

3. wykresu,



4. opisu stownego.

W chemii bardzo czesto korzystamy réwnocze$nie ze wzoru, tabeli i wykresu.

Przyklad chemiczny

Zatézmy, ze podczas reakcji stezenie substratu zmienia si¢ nastepujaco:

ts] 0 10 20 30 40
¢ [mol-dm=] | 1,00 082 0,67 055 045

7 danych zawartych w tabeli wynika, ze wraz z uptywem czasu stezenie substratu

maleje.

1.5 Interpretacja wykresu funkcji

7 wykresu zaleznosci:
c=f(t)
mozna okresli¢ miedzy innymi:

e poczatkowe stezenie substratu,

stezenie w wybranej chwili,

czy stezenie rosnie, czy maleje,

w ktorym przedziale zmiana stezenia jest szybsza,

w ktérym przedziale zmiana stezenia jest wolniejsza.

Funkcja rosnaca

Jezeli wraz ze wzrostem x rosnie rowniez y, funkcja jest rosngca.

Przyktadem chemicznym moze by¢ ilos¢ produktu reakcji:

np = f(t)

ktora moze wzrastaé¢ w czasie.

Funkcja malejaca

Jezeli wraz ze wzrostem x warto$¢ y maleje, funkcja jest malejaca.

Przyktadowo stezenie zuzywanego substratu:

ca = f(t)

najczesciej maleje w czasie.



Funkcja stata

Jezeli zmiana x nie powoduje zmiany y, otrzymujemy funkcje staty.

1.6 Zmiana wartosci funkcji

Zaltézmy, ze stezenie substancji wynosito:

¢1 = 0,80 mol - dm ™3

w chwili:
tl =10s
oraz:
¢s = 0,50 mol - dm ™
w chwili:

tg =30 s.

Zmiana stezenia wynosi:

Ac=cy— ¢
czyli:

Ac = 0,50 — 0,80 = —0,30 mol - dm ™

Zmiana czasu:

At =ty — t

At=30—10=20s
Symbol A oznacza zmiane danej wielkoSci.

Jezeli:

Ac >0

stezenie wzrosto.

Jezeli:

Ac <0

stezenie zmalato.



Jezeli:

Ac=0

stezenie nie ulegto zmianie.

1.7 Srednia szybko$¢ zmiany

Samo stwierdzenie, ze stezenie zmniejszyto sie o okreslong warto$é, nie méwi jeszcze, jak
szybko ta zmiana nastgpita.
Srednia szybko$¢ zmiany stezenia w okreslonym przedziale czasu obliczamy jako:

Ac
At
Dla poprzedniego przyktadu:

AC —0 30
=" _ 001 l-dm=3.s !
; 50 0,015 mol -dm™ - s

Jest to srednia szybko$¢é zmiany stezenia w przedziale od 10 do 30 sekund.

1.8 Przyklad poréwnawczy

Rozwazmy dwa procesy.

Proces I
Stezenie zmniejsza sie¢ z:
1,0 mol - dm™*
do:
0,8 mol - dm ™

w czasie 10 s.

Ac = —0,2 mol - dm™

At=10s

A
20 0,020 mol - dm ™3 - s~
At

Proces 11

Ta sama zmiana stezenia zachodzi w czasie 50 s:



Ac  —-0,2
At 50
W obu przypadkach zmiana stezenia byta taka sama, ale w pierwszym procesie zacho-

= —0,004 mol - dm ™ -~ !

dzita piec¢ razy szybciej.

1.9 Problem Sredniej szybkosci
Rozwazmy reakcje chemiczng, w ktorej stezenie substratu zmienia sie nastepujaco:

Przedziat czasu [s] ‘ Zmiana stezenia [mol-dm™?]

0-10 1,00 — 0,75
10-20 0,75 — 0,58
20-30 0,58 — 0,47

Widag, ze stezenie substratu zmienia sie coraz wolniej.

Jezeli obliczymy szybkos¢ zmiany dla catego przedziatu 0-30 s, otrzymamy jedynie
warto$¢ srednig.

Nie dowiemy sie jednak dokltadnie, jak szybko stezenie zmieniato sie w konkretnej

chwili, np. po 15 sekundach.

1.10 Od sredniej szybkosci do szybkosci chwilowej
Srednig szybkosé zmiany zapisujemy jako:
Ac
At
czyli:
Cy — C1
to —t;

Jezeli bedziemy zmniejszaé przedziat czasu At, obliczana wartos¢ bedzie coraz doktad-

niej opisywac szybkos¢ zmiany w konkretnej chwili.

Mozemy na przyktad badac¢ zmiane:

e miedzy 10 a 20 s,

e miedzy 14 a 16 s,

e miedzy 14,9 a 15,1 s,

e W jeszcze mniejszym przedziale wokot 15 s.

Formalnie pochodng stezenia wzgledem czasu definiujemy jako granice ilorazu réznico-

wego:

dc e Ac
at - AtSo At
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Oznacza to, ze Srednig szybko$¢ zmiany stezenia obliczamy w coraz krétszym przedziale
czasu.

W granicy otrzymujemy chwilowa szybko$¢ zmiany stezenia w konkretnej chwili.

1.11 Znaczenie zapisu %

Zapis:

dt
czytamy jako:

pochodna stezenia wzgledem czasu
lub:
chwilowa szybkos¢ zmiany stezenia wzgledem czasu.

Warto pamigtac, ze zapis % jest symbolem pochodnej, a nie zwyktym ilorazem dwdch

skoniczonych zmian.

1.12 Interpretacja chemiczna
Jezeli:

d
& 0,025 mol - dm~? - 571
dt

oznacza to, ze w rozpatrywanej chwili stezenie substancji maleje.
Wartosé bezwzgledna:
0,025 mol - dm ™2 - s ¢

opisuje intensywnos¢ tej zmiany.

Jezeli natomiast:

d
dfg = 40,025 mol - dm ™2 - s !,

oznaczatoby to wzrost stezenia.

1.13 Pochodna a szybko$¢ reakcji chemicznej
Nalezy rozroznic:
o szybkos¢ zmiany stezenia,

o szybkos¢ reakcji chemicznej.



Rozwazmy prosta reakcje:

A— B
Stezenie substratu A maleje:

de A

— <0

dt
natomiast stezenie produktu B rosnie:

dCB

— > 0.

dt

Szybkos¢ reakcji chemicznej definiujemy jako wielkos¢ dodatnia.
Dla zaniku substratu:

_dea
dt

natomiast dla tworzenia produktu:

dCB
v=—.
dt
Dla reakcji o bardziej ztozonej stechiometrii w definicji szybkosci reakcji nalezy réwniez

uwzgledni¢ odpowiednie wspétczynniki stechiometryczne.

1.14 Pochodna jako nachylenie wykresu
Na wykresie ¢ = f(t) $rednia szybko$¢ zmiany:
Ac
At
odpowiada nachyleniu siecznej przechodzacej przez dwa punkty wykresu.
Natomiast chwilowa szybkos¢:
de
dt
odpowiada nachyleniu stycznej do wykresu w konkretnym punkcie.

Im wieksza warto$¢ bezwzgledna pochodnej, tym bardziej stromy jest wykres.

Jezeli wykres si¢ wyptaszcza, pochodna zbliza si¢ do zera.

1.15 Interpretacja znaku pochodnej

Jezeli:

wielko$é rodnie.

Jezeli:

10



— <0
dt
wielko$¢ maleje.
Jezeli:
dc
=0
dt

w danej chwili wielko§¢ chwilowo sie nie zmienia.

1.16 Wartos$¢ pochodnej

Poréwnajmy:
@ = —0,002 mol - dm3 - s7*
dt
oraz:
d
& 0,050 mol - dm=? - 571
dt

W obu przypadkach stezenie maleje.
W drugim przypadku warto$é¢ bezwzgledna pochodnej jest jednak wieksza, a wiec

stezenie zmienia si¢ szybciej.

1.17 Jednostka pochodnej

Jezeli:
[c] =mol - dm™®
oraz:
[t] =,
to:
d
[dﬂ =mol-dm™>-s™*
Inne przyktady:
dp
av
moze mie¢ jednostke:
P
“% _pa. m~?,
m3

natomiast:

11



dE
ar

moze mie¢ jednostke:

J-mol™' - K.

1.18 Przyktad funkcji liniowej

Zatézmy, ze w ograniczonym przedziale czasu:
0<t<50s
zmiane stezenia opisuje funkcja:

c(t) = 1,00 — 0,020t

Dlat =0:
¢(0) = 1,00 mol - dm ™.
Dlat =10 s:
¢(10) = 1,00 — 0,020 - 10
¢(10) = 0,80 mol - dm 3,
Dla t = 20 s:

¢(20) = 0,60 mol - dm >,
Stezenie zmniejsza sie ze stata szybkoscia:

d
& 0,020 mol - dm=? -5,

dt
1.19 Przyktad funkcji nieliniowej

Rozwazmy funkcje:

c(t) = 1,00 — 0,040t + 0,0005¢>

w przedziale:
0<t<30s.

W tym przypadku stezenie nie zmienia sie ze stata szybkoscia.

12



Nachylenie wykresu zalezy od czasu.
Dlatego potrzebujemy funkcji opisujacej chwilowg szybkos¢ zmiany:

de
dt
1.20 Przyklad pokazujacy sens chemiczny
Dane:

ts] 0 10 20 30 40
¢ [mol-dm=3] | 1,00 0,70 052 041 0,34

Dla przedziatu 0-10 s:
Ac 0,70 — 1,00
At 10
Dla przedziatu 10-20 s:

=—0,030 mol - dm ™2 -s!

Ac 0,52-0,70
At 10
Dla przedziatu 20-30 s:

= —0,018 mol - dm 2 -s!

Ac 0,41 —-0,52
At 10
Dla przedziatu 3040 s:

= —0,011 mol - dm™2-s7!

Ac 0,34 -041
At 10
Wartosé bezwzgledna szybkosci zmiany maleje:

= —0,007 mol - dm ™2 - s !

0,030 — 0,018 — 0,011 — 0,007

czyli stezenie zmienia si¢ coraz wolniej.

1.21 Przyklady wprowadzajace

Przyktlad 1

Temperatura roztworu wzrosta z 20°C do 35°C w ciggu 5 minut.
AT =35—-20=15°C

AT 1
Tt - 55 - 3°C/min

13



Przyktad 2

Stezenie substratu zmniejszyto sie z 0,90 do 0,60 mol-dm = w ciggu 30 s.
Ac = 0,60 — 0,90 = —0,30 mol - dm™*

Ac  —0,30
At 30

= —0,010 mol-dm 2 -s!

Przyktad 3
Stezenie produktu wzrosto z 0,10 do 0,40 mol-dm ™= w ciagu 15 s.

Ac 0,40 — 0,10 L
E—T—O,Om)moldm * S

1.22 Pytania sprawdzajace

deo

1. Co oznacza ujemna wartos¢ 7

2. Co oznacza dodatnia wartosé %?

3. Co oznacza sytuacja, w ktorej:
de

— =07
dt
4. W ktorym przypadku stezenie zmienia si¢ szybciej:

de

— =-0,01

dt ’
czy

dc

— = —0.,107

dt ’

5. Dlaczego $rednia szybkos$¢ zmiany nie zawsze dobrze opisuje przebieg procesu?
6. Jaka jest réznica miedzy:

Ac

At

i,
dt
7. Co geometrycznie oznacza pochodna na wykresie?

8. Jaka jednostke ma %, jezeli ¢ jest wyrazone w mol-dm~3, a czas w minutach?

1.23 Najwazniejsze rozréznienie

Zmiana:

14



mowi, o ile zmienito sie stezenie.

Srednia szybko$¢ zmiany:

Ac

At
mowi, jak szybko $rednio zmieniato si¢ stezenie w okreslonym przedziale czasu.
Pochodna:

de
dt

mowi, jak szybko stezenie zmienia sie w konkretnej chwili.
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2 Podstawowe reguly rézniczkowania

2.1 Pochodne funkcji elementarnych

W tabeli zestawiono funkcje szczegélnie przydatne w dalszych zastosowaniach chemicznych.

Tabela 1: Pochodne funkcji elementarnych

f(x) f'(@) Uwagi
c 0 CeR
ax +0b a a,beR
x" nz" 1 n € Z, w dziedzinie funkcji
NG ﬁ x>0
: -2 r£0
: -4 r£0
e’ e’ reR
e ae®® a€eR
a”® a*lna a>0,a#1
Inz % x>0
log, wﬁla x>0,a>0 a#1
(az +b)" na(azx + b)" ! regula lancuchowa
sin ax acos ax acR
cos ax —asinaz acR
tan x COSI% rv# 5 +kn, ke€Z
cot —Sml% x#km, kel

2.2 Podstawowe prawa rézniczkowania

1. Pochodna iloczynu funkcji przez staly:

laf(2)] = af'(x),

2. Pochodna sumy lub réznicy funkcji:

acR

[f(x) £ g(x)) = f(z) £ g'(x)

3. Pochodna iloczynu dwéch funkcji:



4. Pochodna ilorazu dwoch funkcji:

g(z)

5. Pochodna funkcji ztozonej:

lf()] _ F) gl

17



3 Ekstrema funkcji — maksimum i minimum

Pochodna funkcji shuzy nie tylko do opisu szybkosci zmian, ale réwniez do wyznaczania
punktéw, w ktérych funkcja osigga wartosci maksymalne lub minimalne.

W chemii moze to oznacza¢ miedzy innymi:

maksymalng wydajno$é¢ procesu,

o maksymalne stezenie produktu posredniego,
e minimalng energie uktadu,

« optymalng temperature procesu,

o maksymalng szybkos¢ procesu w okreslonym zakresie warunkdow.

3.1 Punkty stacjonarne

Jezeli funkcja f(z) jest rézniczkowalna w punkcie z( i osiaga w tym punkcie lokalne
maksimum lub minimum, przy czym z, jest punktem wewnetrznym dziedziny, to zachodzi

warunek konieczny:

f’(l‘o) =0.
Punkt, dla ktorego:

f'(x)=0

nazywamy punktem stacjonarnym.

Sam warunek:

f(x)=0
nie wystarcza jednak do stwierdzenia, czy mamy maksimum, minimum czy inny rodzaj

punktu stacjonarnego.

3.2 Druga pochodna

Do okredlenia charakteru punktu stacjonarnego mozemy wykorzysta¢ drugag pochodng

funkcji.
Jezeli:
f(w0) =0
oraz:
f,/(x()) > 07

18



to funkcja ma w punkcie xo minimum lokalne.

Jezeli:

f(x0) =0

oraz:

f" () <0,

to funkcja ma w punkcie g maksimum lokalne.

Mozemy wiec zapamietac:

[ (o) =0, f"(z0) >0 = minimum
oraz:
f'(z0) =0, f"(xg) <0 = maksimum
Jezeli:
f"(x0) =0,

test drugiej pochodnej nie rozstrzyga, czy w punkcie zy wystepuje maksimum lub

minimum.

3.3 Interpretacja geometryczna

W rézniczkowalnym punkcie maksimum lub minimum lokalnego styczna do wykresu jest
pozioma:

f,(l’o) = 0

Druga pochodna informuje o lokalnym ksztatcie wykresu.
Jezeli:

[ (o) >0,

wykres w otoczeniu punktu zq jest wygiety “do gory”, co odpowiada minimum.
Jezeli:

f”(xO) < 07

wykres w otoczeniu punktu zq jest wygiety “w dot”, co odpowiada maksimum.

3.4 Przyklad — minimum energii

Rozwazmy funkcje opisujaca energie potencjalna:
E(r) = 100(r — 1,20)* — 250.

19



Pierwsza pochodna:

dE
— = 200(r — 1,20).
dT’ (T Y )
Szukamy punktu stacjonarnego:
dE
— =0.
dr

Zatem:

200(r — 1,20) = 0

r = 1,20.
Druga pochodna:
d*E
— = 200.
dr?
Poniewaz:
d*E
— >0,
dr?
punkt odpowiada minimum energii.
r=120A

3.5 Schemat postepowania

Przy wyznaczaniu maksimum lub minimum funkcji nalezy:

1. obliczy¢ pierwsza pochodna:

f'(x),
2. rozwiaza¢ réwnanie:
f'(x) =0,
3. obliczy¢ druga pochodna:
fl/ (ZU),

4. sprawdzi¢ jej znak w wyznaczonym punkcie,
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5. zinterpretowaé wynik w kontekscie chemicznym.
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4 (Cwiczenia rachunkowe

Wyznacz pochodne ponizszych funkcji.

1.

10.

11.

12.

13.

flw) =347

f(z) =52 — 2z

f(z) =272
f@) = -
f(z)=Inzx

f(r)=r?e, a>0

fla) = (22 = D)e,
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Odpowiedzi
1.

10.

11.

12.

13.

f'(x) = 152% — 2

f/(l’) — —6e 3z
fay =2
, B 1
f(z) = p
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5 Wybrane zastosowania pochodnych w chemii

5.1 Jak szybko zmienia sie stezenie substratu?

Stezenie substratu A zmienia si¢ zgodnie z rownaniem:

ca(t) = 2,00 — 0,15t + 0,005¢%.

w przedziale:
0<t<15s.

gdzie ¢4 podano w mol-dm~3, a czas t w sekundach.

Polecenie
Okresl, jak szybko zmienia sie stezenie substratu w dowolnej chwili reakcji. Nastepnie
oblicz chwilowa szybkos¢ zmiany stezenia po 10 s i zinterpretuj znak otrzymanego wyniku.
Rozwigzanie
Chwilowa szybko$¢ zmiany stezenia opisuje pochodna stezenia wzgledem czasu:

de A

dt

Rézniczkujemy funkcje:

ca(t) = 2,00 — 0,15t + 0,005t

Otrzymujemy:
dCA
— = —0,154 0,010¢.
dt ) + )
Dlat =10 s:
dCA
— = —-0,1540,010- 10
dt ) + Y
d
A 0,05 mol- dm=2 - s~
dt

Ujemny znak oznacza, ze w chwili £ = 10 s stezenie substratu maleje. Wartos¢ bez-
wzgledna pochodnej okresla szybkosé tej zmiany.

5.2 Jak szybko powstaje produkt reakcji?

Liczba moli produktu zmienia si¢ zgodnie z réwnaniem:
n(t) = 0,020t* — 0,0005¢>.
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Polecenie

Okreél chwilowa szybko$¢ powstawania produktu w dowolnej chwili procesu. Nastepnie
oblicz jej warto$¢ po 20 s.

Rozwigzanie

Chwilowa szybko$¢ zmiany liczby moli produktu opisuje:

dn
dt”
Rézniczkujemy:
d
T 0,040t — 0,0015¢2.
dt
Dla ¢t =20 s:
dn
5 = 0,040 - 20 — 0,0015 - 400
d
T 0,20 mol - 57!
dt

Dodatni wynik oznacza, ze w tej chwili liczba moli produktu nadal roénie.

5.3 Jak szybko zanika substrat w reakcji pierwszego rzedu?

Stezenie substratu opisuje réwnanie:

c(t) = coe™™.
Dane:
¢o = 0,50 mol - dm ™3
oraz:
k=0,020 s
Polecenie

Okresl, jak szybko maleje stezenie substratu w dowolnej chwili reakcji. Nastepnie oblicz
chwilowg szybkos$¢ zmiany stezenia po 30 s.

Rozwigzanie

Po podstawieniu danych:
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c(t) = 0,50e~ %0201,

Chwilowa szybkos¢ zmiany stezenia opisuje:

de
dt’
Roézniczkujemy:
9e _ 9010002
dt ’ ‘
Dla t =30 s:
dc
— = —0,010e°°,
it~
Poniewaz:
e 06~ 0,5488,
otrzymujemy:
d
d—j ~ —549-1072 mol - dm ™2 - s7*

Ujemny wynik oznacza zanik substratu. Wartos¢ bezwzgledna pochodnej okresla

chwilowa szybko$¢ zmiany jego stezenia.

5.4 Jak temperatura wplywa na stalg szybkosci reakcji?

Stala szybkosci reakcji zalezy od temperatury zgodnie z rownaniem Arrheniusa:
Eq
k(T) = Ae &T.

Polecenie

Okresdl, jak wrazliwa jest stata szybkosci reakcji na niewielka zmiane temperatury. Zapisz
zaleznos¢ opisujaca zmiane k przy zmianie temperatury i na jej podstawie ustal, czy wzrost

temperatury powoduje wzrost czy spadek statej szybkosci reakcji.
Rozwigzanie
Miarg wrazliwosci statej szybkosci na zmiane temperatury jest:
dk
dT”’
Niech:

w(T) = —

RT"
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Wtedy:

Poniewaz:

to:

Zatem:

Poniewaz:

otrzymujemy:

Dla dodatnich wartosci k, E,, R i T pochodna jest dodatnia:

Oznacza to, ze wzrost temperatury powoduje wzrost statej szybkosci reakcji.

5.5 Jak szybko zmienia sie absorbancja podczas reakcji?

k = Ae“.
E
T) = 271
u( ) R b
du_ B,
dT  RT?
dk B, B,
a7 A T e
Ae~ 7 =k,
ﬁ =k Ea
dT ~RT?

dk
ﬁ>0‘

Absorbancja zmienia sie zgodnie z rownaniem:

Polecenie

Okredl, jak szybko zmienia sie absorbancja roztworu podczas przebiegu reakcji. Oblicz
chwilowa szybko$¢ zmiany absorbancji po 20 minutach i ustal, czy w tej chwili absorbancja

rosnie, czy maleje.

Rozwigzanie

A(t) = 1,50e %030,

Chwilowa szybko$¢ zmiany absorbancji opisuje:

dA
dt
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Rézniczkujemy:

% = —(,045¢ %0307,
dt ’
Dla ¢t = 20 min:
% = —0,045670’6.
dt
dA

—— ~ —0,0247 min~*
dt

Poniewaz absorbancja jest wielkoscia bezwymiarowa, jednostka jej szybkosci zmiany w

tym przypadku jest min~—!.

Ujemna warto$¢ oznacza, ze absorbancja w tej chwili maleje.

5.6 Jak ci$nienie reaguje na zmiane objetosci gazu?

Dla jednego mola gazu van der Waalsa:

Polecenie
Okresdl, jak zmienia sie ciSnienie gazu przy niewielkiej zmianie objetosci, gdy temperatura
pozostaje stata. Zapisz zalezno$¢ opisujaca te czutosé.
Rozwigzanie
Zmiane cisnienia wzgledem objetosci przy statej temperaturze opisuje:
v ).
Rézniczkujemy réwnanie wzgledem V'

o\ __ R 2
oV V=02 V3

T

Otrzymana zalezno$¢ opisuje lokalng wrazliwos¢ ci$nienia na niewielkg zmiane objetosci.

5.7 Jak czule jest pH na dodawanie titranta?

W pewnym zakresie krzywa miareczkowania opisuje funkcja:

pH(V) =3+ 0,5V +0,10V* — 0,005V>.
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Polecenie

Okregl, jak silnie pH reaguje na niewielkie zwiekszenie objetosci titranta. Oblicz nachylenie

krzywej miareczkowania dla:
V =10 cm?.

Rozwigzanie

Czuto$¢ pH na zmiane objetosci titranta opisuje:

d(pH)
av -’
Rézniczkujemy:
d(PH) 2
= 20V — 0,01 )
VTG 0,5+ 0,20V — 0,015V
Dla V = 10:
d(pH)
=05+2—-15.
av T
d(pH) _ 3\—1
F 1,0 (cm”)

Oznacza to, ze w tym punkcie zwickszenie objetosci titranta o niewielka wartosé
powoduje wzrost pH z lokalng szybko$cig okoto 1 jednostki pH na kazdy cm?® dodanego
titranta.

5.8 Kiedy stezenie produktu posredniego jest najwieksze?

Stezenie produktu posredniego opisuje funkcja:
cp (t) — 2670,10t . 2670,4015.

Polecenie

Wyznacz moment, w ktérym stezenie produktu posredniego przestaje rosnaé i zaczyna
male¢. Okresl czas odpowiadajacy maksymalnemu stezeniu B.

Rozwigzanie

W maksimum chwilowa szybkos$¢ zmiany stezenia wynosi zero:

dCB

o

Najpierw obliczamy pochodna:
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dCB

— = 0,207 + 0,80e~ %4,

Warunek maksimum:

—0,20e %10 10,8040 = (.

Stad:

0,80e™%4% = 0,20~ %1%

4 — (030t
In4 = 0,30t
In4
t= )
0,30

Po tym czasie stezenie produktu posredniego zaczyna malec.
5.9 Przy jakiej temperaturze wydajnos¢ procesu jest najwieksza?
Wydajno$¢ procesu zalezy od temperatury:

Y(T) = —0,0027° + 1,4T — 150.

Polecenie

Zmajdz temperature, przy ktorej dalsze ogrzewanie przestaje zwicksza¢ wydajno$é procesu.

Sprawdz, czy otrzymany punkt rzeczywiscie odpowiada maksimum.

Rozwigzanie

W punkcie ekstremum:

dY
— =0.
dT’
Obliczamy:
dY
— = —0,004T7 + 1.4.
dT 9 + ?
Zatem:
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—0,004T +1,4=0

T =350 K.

Sprawdzamy druga pochodna;:

2y
dT?

Zatem otrzymany punkt odpowiada maksimum:

= —0,004 < 0.
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6 Chemiczne zastosowania pochodnych — formalizm i
poglebienie
6.1 Jak zmienia sie potencjal elektrody wraz ze zmiang skladu

uktadu?

Potencjal elektrody opisuje rownanie Nernsta:

RT
E=EFE"——n0Q.
nk nQ

Polecenie

Okresl, jak potencjal elektrody reaguje na niewielkg zmiane ilorazu reakcyjnego . Ustal,

czy wzrost () powoduje wzrost czy spadek potencjatu elektrody.

Rozwigzanie

Czuto$¢ potencjatu na zmiane @) opisuje:

dE
dQ’
Poniewaz:
d 1
—1n Q = )
Q) Q
otrzymujemy:
iE__RT
dQ  nFQ
Dla dodatnich wartosci T, n, F'i Q:
dE
— < 0.
dq)

Oznacza to, ze wzrost ilorazu reakcyjnego powoduje spadek potencjatu elektrody.

6.2 Jak silnie pH reaguje na zmiane stezenia joné6w wodorowych?

W uproszczonym zapisie stezeniowym:

pH = —log[H"].

Scisle rzecz biorac, pH definiuje sie poprzez aktywnos$¢ jonéw wodorowych, jednak w
tym zadaniu stosujemy typowe uproszczenie stezeniowe.
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Polecenie

Okreél, jak silnie pH reaguje na niewielkg zmiane stezenia jonéw wodorowych. Zapisz
zaleznos¢ opisujaca te czutosé i zinterpretuj jej znak.

Rozwigzanie

Korzystamy z zaleznosci:

| Inz
0gr = ——.
&= 10
Zatem:
In[H"]
H = — .
p In 10

Miara czutosci pH na zmiang stezenia jonéw wodorowych jest:

d(pH)

Otrzymujemy:

dHt] ~  [H"]In10

Pochodna jest ujemna, co oznacza, ze wzrost stezenia jonéw wodorowych powoduje
spadek pH.

6.3 Jak zmienia sie pokrycie powierzchni podczas adsorpcji?
Stopien pokrycia powierzchni opisuje rownanie Langmuira:

Kp

0p) = 1+ Kp

Polecenie

Okresl, jak szybko zwigksza si¢ stopien pokrycia powierzchni przy wzroscie cisnienia. Na
podstawie otrzymanej zalezno$ci ustal, czy powierzchnia staje sie coraz bardziej, czy coraz

mniej wrazliwa na dalsze zwiekszanie ci$nienia.
Rozwigzanie
Czuto$¢ stopnia pokrycia na zmiane ciSnienia opisuje:
do
dp

Rézniczkujemy:
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dd  K(1+Kp)— KpK

dp (14 Kp)?
Po uproszczeniu:
@ B K
dp  (1+ Kp)2

Pochodna jest dodatnia, czyli pokrycie rosnie wraz z cisnieniem.
Jednocze$nie mianownik zwieksza sie ze wzrostem p, dlatego warto$¢ pochodnej maleje.
Oznacza to, ze przy duzym cisnieniu dalsze zwigkszanie p daje coraz mniejszy przyrost

pokrycia powierzchni.

6.4 Jak zmiana stezenia substratu wptywa na szybkos$é¢ reakcji
enzymatycznej?

Szybkos¢ reakcji enzymatycznej opisuje réwnanie Michaelisa—Mentena:

Umaxc
O = o re

Polecenie

Okresl, jak zmienia sie szybko$¢ reakeji przy niewielkim zwiekszeniu stezenia substratu.
Ustal, czy kolejne przyrosty stezenia powoduja coraz wigkszy, czy coraz mniejszy przyrost
szybkosci reakcji.

Rozwigzanie

Czuto$¢ szybkosci reakeji na zmiane stezenia opisuje:

dv
dec’
Rézniczkujemy:
dv (Ky+c¢)—c
— T Unmax——7 7> 9
dc (Ky +¢)?
Zatem:
dv  UmaxKup
de  (Ky +c)?

Pochodna jest dodatnia, dlatego wzrost stezenia substratu zwicksza szybkos¢ reakcji.

Jednoczes$nie wraz ze wzrostem ¢ wartos¢ pochodnej maleje. Oznacza to, ze przy duzych
stezeniach substratu kolejne przyrosty stezenia powoduja coraz mniejsze zwickszenie
szybkosci reakcji.
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6.5 Jak temperatura wpltywa na energie swobodna Gibbsa?

Dla procesu chemicznego:

AG(T) = AH — TAS.
Zakladamy, ze w rozpatrywanym zakresie temperatur AH i AS mozna traktowaé jako
state.
Polecenie
Okresl, jak zmienia sie energia swobodna Gibbsa przy wzroscie temperatury. Na podstawie
otrzymanej zalezno$ci wyjasnij role znaku entropii procesu.
Rozwigzanie

Zmiang energii swobodnej wraz z temperatura opisuje:

d(AG)
ar -
Rézniczkujemy:
d(AG)
= —AS
Jezeli:
AS >0,
to:
d(AG)
T <0,

czyli wzrost temperatury powoduje zmniejszanie AG.
Jezeli natomiast:
AS <0,

to wzrost temperatury powoduje wzrost AG.

6.6 Jak temperatura wplywa na potozenie r6wnowagi?
Roéwnanie van 't Hoffa zapisano w postaci:

AH
mK = -22 ¢
n RT+C

Zaktadamy, ze w rozpatrywanym zakresie temperatur AH mozna traktowac jako state.

35



Polecenie

Okredl, jak stata réwnowagi reaguje na zmiane temperatury. Na podstawie otrzymanej
zaleznosci porownaj zachowanie reakcji endotermicznej i egzotermicznej.

Rozwigzanie

Zmiane In K wraz z temperaturg opisuje:

d(In K)
ar -
Zapisujemy:
_A7H = _AET—l
RT R '
Stad:
dlnK) AH
dl  RT?
Dla reakcji endotermiczne;j:
AH >0,
wiec:
d(In K)
0T >0

Oznacza to, ze wraz ze wzrostem temperatury stata rownowagi rosnie.
Dla reakcji egzotermicznej:

AH <0,
wiec:

d(ln K)
dr

Oznacza to, ze wraz ze wzrostem temperatury stata rownowagi maleje.

< 0.

6.7 Co mozna wywnioskowac¢ o kinetyce z pomiaru absorbancji?

Absorbancja jest opisana rownaniem Lamberta—Beera:
A(t) = ele(t).
Stezenie zmienia sie zgodnie z rownaniem reakcji pierwszego rzedu:

c(t) = coe™™.
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Polecenie

Okreél, jak szybko zmienia sie absorbancja w czasie. Pokaz, w jaki sposéb chwilowa
szybko$¢ zmiany absorbancji zalezy od jej aktualnej wartosci.

Rozwigzanie

Po podstawieniu:

A(t) = elcge™.

Rézniczkujemy:
dA _
= = —kelege™*t.
Poniewaz:
A(t) = elege™,
otrzymujemy:
dA
— = —kA
dt

Oznacza to, ze chwilowa szybkos¢ zmiany absorbancji jest proporcjonalna do jej
aktualnej wartosci.

Im wieksza jest absorbancja, tym wieksza jest warto$¢ bezwzgledna jej chwilowej
szybkosci zmiany.

6.8 Jak energia potencjalna wyznacza sile miedzy atomami?

Energia potencjalna oddziatywania dwoch atomoéw jest opisana funkcja:

A B
Sita zwigzana jest z energia zaleznoscia:
dFE

Polecenie

Okresl, jaka silta dziata miedzy atomami w zaleznosci od ich odlegtosci. Wykorzystaj fakt,

ze sita wynika ze zmiany energii potencjalnej wraz z odlegtoscia.

Rozwigzanie

Zapisujemy:
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E(r) = Ar~2 — Br 5.

Rézniczkujemy:
E
B 1oa 4 6B
dr
Poniewaz:
dFE
F(r)=——
(T> d?" Y
otrzymujemy:
12A 6B
Fr)="T% — 7

Pierwszy sktadnik odpowiada za silne odpychanie przy bardzo matych odlegltosciach,

natomiast drugi za cze$¢ przyciagajaca oddzialywania.

6.9 Przy jakiej temperaturze szybkos$é procesu jest najwieksza?

W ograniczonym zakresie temperatur zalezno$¢ szybkosci procesu przyblizono funkcja:

v(T) = —0,01T% 4+ 7T — 1000.

Polecenie

Zmajdz temperature, przy ktérej dalszy wzrost temperatury przestaje zwieksza¢ szybkosé

procesu. Sprawdz, czy otrzymany punkt rzeczywiscie odpowiada maksimum.

Rozwigzanie

W punkcie ekstremum:

dv
— = 0.
dT
Obliczamy:
dv
— = —0,02T + 7.
ar ~ U
Warunek maksimum:
—0,02T + 7= 0.
T = 350 K.

Druga pochodna:
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d*v

= 002 <0,

Zatem:

jest temperaturg odpowiadajaca maksimum funkcji w ramach przyjetego modelu.

6.10 Jak wrazliwa jest szybko$¢ reakcji na zmiane stezenia sub-

stratu?

Zatézmy, ze szybkosé reakcji zalezy od stezenia substratu zgodnie z prawem:

v =kc?.
Dane:
k =0,40 dm® - mol™! . 57!
oraz:
¢4 = 0,50 mol - dm 3.
Polecenie

Okresl, jak silnie szybkosé reakcji reaguje na niewielka zmianeg stezenia substratu A. Oblicz
te czutos$é dla podanych warunkéw.

Rozwigzanie

Miara czulodci szybkosci reakcji na zmiane stezenia jest:

v
dCA'
Rézniczkujemy:
dv
— =2k
dCA ca
Po podstawieniu:
d
= 2.040-0,50.
dCA
dv
— =040s""
dCA ’ >
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Dodatnia warto$¢ oznacza, ze zwiekszenie stezenia substratu powoduje wzrost szybkosci
reakcji.
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7 Pochodne w przygotowaniu do chemii kwantowej

W chemii kwantowej bardzo czesto pojawiaja sie funkcje ztozone z wielomianu i funkcji
wyktadniczej. Pochodne takich funkcji pozwalajg analizowa¢ miedzy innymi ich maksima,

minima, wezty oraz zachowanie w przestrzeni.

7.1 Funkcja gaussowska

Rozwazmy funkcje:
flz) =e %, a > 0.

Polecenie

Okreél, jak funkcja zmienia sie wraz z x. Wyznacz jej punkt stacjonarny i sprawdz, czy

odpowiada on maksimum czy minimum.

Rozwigzanie

Pierwsza pochodna:

f(x) = —2az e,

Warunek punktu stacjonarnego:

flx)=0
Poniewaz:
e~ > 0,
otrzymujemy:
xz=0.

Druga pochodna:

() = (4a*z® — 2a)e™"*".

Dla 2z = 0:

1"(0) = —2a < 0.

Zatem:
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jest punktem maksimum.
Funkcja Gaussa ma najwieksza wartos¢ w srodku i maleje po obu stronach. Taki czynnik
wyktadniczy wystepuje miedzy innymi w funkcjach wtasnych oscylatora harmonicznego.

7.2 Funkcja typu ze~w’

Rozwazmy funkcje:

2

flz) = xe ", a > 0.

Polecenie

Wyznacz miejsca zerowe oraz potozenie ekstremow funkcji.

Rozwigzanie

Miejsce zerowe:

Te =0.

Poniewaz czynnik wyktadniczy nigdy nie jest rowny zeru:

z=0]|

Punkt x = 0 jest wiec weztem funkcji.
Pochodna:

i) = e ™ — 2aa2e™
Po wytaczeniu wspdlnego czynnika:
Warunek ekstremum:

Zatem:

czyli:

Funkcja ma jeden wezet w x = 0 oraz dwa ekstrema rozmieszczone symetrycznie
wzgledem poczatku uktadu.

42



7.3 Wielomian razy funkcja Gaussa

Rozwazmy funkcje:
flx) =222 = 1)e ™",  a>0.

Polecenie

Oblicz pierwsza pochodng funkcji i wskaz, jakie reguty rézniczkowania trzeba zastosowac.

Rozwigzanie

Funkcja jest iloczynem:

u(z) =22* — 1
oraz:

v(z) = e,
Mamy:

u'(z) = 4z
oraz:
V'(z) = —2az e

Zatem:

2

() = dze ™ — 2az(22% — 1)e*".

Po wytaczeniu wspélnego czynnika:

flz) = ze ™ [4 — 2a(22” — 1)}

Funkcje bedace iloczynem wielomianu i funkcji Gaussa pojawiaja sie w opisie stanow

oscylatora harmonicznego.

7.4 Druga pochodna funkcji Gaussa
Dla:

P(z) =e 7, a >0,

oblicz druga pochodna.
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Rozwigzanie

Pierwsza pochodna:

V(x) = —2ax e ™,

Rézniczkujemy ponownie:

w,/<$) _ —2@6_(”:2 + 4a2x26—am

Zatem:

‘w”(x) = (4a%2? — 2a)e ™"

W chemii kwantowej druga pochodna funkcji falowej wystepuje w operatorze energii

kinetycznej:

N h? d?
L.
2m dx?

Dlatego umiejetnos¢ obliczania drugiej pochodnej funkcji falowej ma bezposrednie

znaczenie fizyczne.

ar

7.5 Funkcja radialna typu e~

Rozwazmy funkcje:

Polecenie

Okredl, czy funkcja ro$nie czy maleje wraz z odlegtoscig r. Zbadaj réwniez jej zachowanie
dla duzych wartosci r.

Rozwigzanie
dR
pra —aAe™ .
DlaA>0ia>0:
dR
— < 0.
dr
Funkcja maleje wraz ze wzrostem r.
Ponadto:
lim Ae " = 0.
r—00

Taki charakter ma cze$¢ radialna funkcji falowej orbitalu 1s atomu wodoru.
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7.6 Funkcja typu re”

Rozwazmy:
f(r)y=re ", a>0, r > 0.

Polecenie

Zmajdz odlegtos¢ r, dla ktorej funkcja osigga maksimum.
Rozwigzanie
fi(r)=e" —are” ™.
f'(r)=e"(1—ar).
Warunek ekstremum:

1—ar=0.

Stad:

1
r=—
a

Dla maltych r funkcja roénie, natomiast po przekroczeniu r = 1/a maleje.

ar

7.7 Radialny rozklad prawdopodobienstwa typu r?e”

Rozwazmy funkcje:
P(r) = r?e ", a >0, r > 0.

Polecenie

Zmnajdz dodatnig wartos¢ r, dla ktérej funkcja osiaga maksimum.

Rozwigzanie
Rézniczkujemy:
P'(r) = 2re™ — are™"".
Wytaczamy wspoélne czynniki:
P'(r) =re (2 — ar).
Warunek:
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Daje rozwigzania:

r=20
oraz:
2—ar =0.
Dodatnie maksimum wystepuje dla:
2
r=—
a

Ten typ funkcji pojawia sie podczas analizy radialnego rozktadu prawdopodobienstwa

w atomie wodoru.

7.8 Od funkcji radialnej do najbardziej prawdopodobnej odle-
glosci
Dla orbitalu 1s atomu wodoru czesé radialna ma postac:
Rio(r) = 2a, "¢/,

gdzie ay oznacza promien Bohra.

Radialny rozktad prawdopodobienstwa jest proporcjonalny do:
P(r) = r*|Ryp(r)|?.

Polecenie

Wyznacz odlegtosé od jadra, dla ktorej radialne prawdopodobienstwo znalezienia elektronu
w orbitalu 1s jest najwigksze.

Rozwigzanie

Poniewaz:

|R10(’I“)|2 _ 4aa3€—2r/ao’

to z doktadnoscia do statego dodatniego czynnika:

P(r) « r2e=2r/a,

Jest to funkcja postaci:
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ree
Z:
2
a=—.
Qg
7 poprzedniego wyniku:
Tmax = —
Zatem:
2
r = —=q
max 2/&0 0
Ostatecznie:

Najbardziej prawdopodobna odlegtosé¢ elektronu od jadra w orbitalu 1s jest wiec réwna

promieniowi Bohra.

8 Podsumowanie

Pochodna jest jednym z podstawowych narzedzi matematycznych wykorzystywanych w
chemii.

Pozwala miedzy innymi:

o opisywaé szybko$é zmiany stezenia w czasie,

« analizowaé kinetyke reakcji,

o okresla¢ wpltyw temperatury na szybkos$¢ procesu,

e badacé czulos¢ wielkosci fizykochemicznych na zmiane parametréw,
e wyznacza¢ minima energii,

o znajdowa¢ maksima wydajnosci lub szybkosci procesu,

analizowa¢ zaleznosci w termodynamice, elektrochemii i adsorpcji.

Najwazniejsza interpretacja pochodnej sprowadza sie do pytania:

Jak szybko zmienia sie jedna wielko$¢, gdy zmienia sie druga?
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