CHEMIA FIZYCZNA
ZESTAW 2

TEORIA KINETYCZNO-MOLEKULARNA

Model kinetyczny

Kinetyczny model gazow opiera sie na trzech zatozeniach:

1. Gaz sktada sie z czasteczek o masie m pozostajacych w nieustannym,

chaotycznym ruchu, stosujacym si¢ do zasad mechaniki klasycznej.

2. Wielkos¢ czasteczek jest zaniedbywalna w tym sensie, ze ich $rednica
jest duzo mniejsza niz srednia odlegtos$é, jaka pokonuje czasteczka po-

miedzy kolejnymi zderzeniami.

3. Czasteczki oddziatuja z soba wytacznie podczas krotkich zderzen spre-
zystych.

Zderzeniem sprezystym nazywamy takie zderzenie, w ktérym catkowita
kinetyczna energia translacyjna czasteczek jest zachowana (pozostaje stata).
Cisnienie a predkos¢ czasteczek
Cisnienie i objeto$¢ gazu powiazane sa ze soba zalezno$cia:

1
pV = gnMv2 (1)

rms

2

w ktorej: M = mN4 jest masa molowa czasteczek, vZ, .

predkoscia $rednig
kwadratowa czasteczek (pierwiastkiem kwadratowym ze Sredniej kwadratow
predkosci v czasteczek):

Urms = 1/ (V%) (2)

Réwnanie (1) jest jednym z kluczowych wynikéw modelu kinetycznego.
Jezeli predkos¢ srednia kwadratowa czasteczek zalezy tylko od temperatury,

to w stalej temperaturze: pV = const co stanowi tres¢ prawa Boyle’a. Co



wiecej, jesli réwn. (1) ma byé doktadnie réwnaniem stanu gazu doskona-
tego, to prawa jego strona musi by¢ réwna nRT. Aby warunek ten byl spel-
niony, predkos¢ srednia kwadratowa czasteczek w gazie w danej temperaturze

T musi by¢ opisana nastepujacym wyrazeniem:
[3RT
Urms = e (3)
M

Oblicz predkoéé czasteczek Ny w temperaturze 25°C, M = 28,02 g-mol~!

Przyktad 1

=515m-s!

3-8,314J - mol~t - K1 . 298K
Urms = -
0, 02802 kg - mol ~*
Mozna uwzglednié¢ takze $rednig predkosé vg,. i najbardziej prawdopodobna

predkosc v, ktére wynosza:

[ 8

Ver = | — Upms = 475 m - 81
3m
2

Upp = \/;vrms =420m - s~ !

Rozktlad predkosci Maxwella-Boltzmanna

Réwnanie (2) jest wyrazeniem opisujacym srednia kwadratowa predkosé
czasteczek. Jednakze w rzeczywistosci predkosci poszczegdlnych czasteczek
w gazie obejmujg szeroki zakres wartosci, a ich wzajemne zderzenia powo-
duja, ze predkosci te ulegaja ciaglej redystrybucji pomiedzy czasteczkami.
Poruszajaca sie szybko czasteczka moze ulec w wyniku zderzenia przyspie-
szeniu do bardzo duzych predkosci, a nastepnie w wyniku kolejnego zderzenia
moze zosta¢ spowolniona. Utamek czasteczek majacych predkosé w zakresie
od v do v+ dv jest proporcjonalny do szerokosci tego zakresu, co zapisujemy
jako f(v)dv, a funkcja f(v) zwana jest rozkladem predkosci. Nalezy zwré-

ci¢ uwage, ze, podobnie do innych funkcji rozktadu, f(v) uzyskuje znaczenie
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fizyczne jedynie wtedy, gdy jest pomnozona przez okreslony zakres predko-
Sci. Utamek czasteczek o predkosci z zakresu od v do v + dv jest dany przez

iloczyn f(v)dv, w ktérym:

3/2
s kg

Funkcja f(v) jest zwana rozkladem predkosci Maxwella-Boltzmanna.
Wielkos¢ kp nosi nazwe statej Boltzmanna i definiuje sie ja jako stosunek:

kp 7

Istotne cechy rozktadu Maxwella-Boltzmanna (pokazane na rysunku 1)

sq nastepujace:

/Low temperature
/\( or high moleculqr mass
|
/ Intermediate temperature or __|
/ X,\ molecular mass
| |
High temperature or
/ \ \ low molecular mass
L/ I N T
\ \

Speed, v

Distribution function, f(v)

o

Rysunek 1: Rozktad predkosci czasteczek w zaleznosci od temperatury
i masy molowej. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze najbardziej prawdopodobna pred-
kos¢ (odpowiadajaca maksimum funkcji rozkladu) rognie wraz ze wzrostem
temperatury i ze zmniejszeniem sie masy molowej, przy czym réwnoczesnie

rozktad ulega rozszerzeniu

o Roéwnanie (4) zawiera funkcje zanikajaca eksponencjalnie (doktadniej -

funkcje Gaussa). Jej obecnosé oznacza, ze utamek czasteczek o bardzo
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duzej predkosci jest niewielki, bo e~ ’ staje si¢ bardzo mate dla duzych

wartosci .

Czynnik M/(2RT), przez ktéry mnozone jest v? w wykladniku ekspo-
nenty , ma duzg warto$é¢ przy duzej masie molowej M, dlatego czynnik
eksponencjalny zmierza do zera tym szybciej, im M jest wigksze. Jest
zatem mato prawdopodobne znalezienie cigzkich czasteczek majacych

bardzo duze predkosci.

Odwrotna tendencja wynika z zaleznosci temperaturowej. Gdy tem-
peratura T jest wysoka, czynnik M/(2RT) w wyktadniku eksponenty
jest maty i dlatego czynnik eksponencjalny zmierza do zera wzglednie
wolno wraz ze wzrostem v. Innymi stowy, wieksza cze$¢ czasteczek

osiagga duze predkosci w wysokich temperaturach niz w niskich

Czynnik v? mnozy czynnik eksponencjalny. Ten czynnik zmierza do
zera, gdy v tez zbliza si¢ do zera, a wigc utamek czasteczek o bardzo

matej predkosci takze jest niewielki, niezaleznie od ich masy.

Pozostate czynniki (wyrazenie w nawiasie w réwnaniu 4 i mnoznik 4r)
zapewniaja po prostu, ze sumowanie udzialéw czagsteczek po calym
zakresie predkosci od zera do nieskonczonosci prowadzi do wartosci 1

(co oznacza, ze funkcja jest znormalizowana).

Wartosci Srednie

Dysponujac rownaniem rozktadu Maxwella-Boltzmanna mozemy obliczy¢

srednig wartos¢ dowolnej potegi predkosci przez wyznaczenie odpowiednich

calek. Na przyktad, aby wyznaczy¢ utamek czasteczek o predkosci z zakresu

od vy, do vy, obliczamy catke:

Fun,ea) = [ f(0)do (5)

4



Ta calka jest réwna polu powierzchni pod wykresem zaleznosci funkcji f od v.
Wartosé tej catki, poza specjalnymi przypadkami, jest obliczana numerycznie

z wykorzystaniem odpowiedniego oprogramowania matematycznego (rys. 2).

Distribution function, f(v)

< -

Speed, v

Rysunek 2: Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze predkosé czasteczki
bedzie zawarta w zakresie od v; do wvq, nalezy scatkowaé rozktad predkosci
w tych granicach. Calka ta jest réwna polu powierzchni pod krzywa w okre-

slonych granicach

Aby wyznaczy¢ Srednig wartosé v™, nalezy obliczy¢ catke:

o0

W) = [v" fw)dv (6)

0

W szczegdlnodci, catkowanie funkeji dla n = 2 prowadzi do réwn. (3) dla éred-
niej kwadratowej predkosci (v?) czasteczek w temperaturze T. Mozna stwier-
dzi¢, ze $rednia kwadratowa predkosé czasteczek gazu jest proporcjonalna do
pierwiastka z temperatury i odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z masy
molowej. Zatem, im wyzsza temperatura, tym wyzsza Srednia kwadratowa
predko$é, a w danej temperaturze ciezkie czasteczki poruszaja sie wolniej
niz lekkie. Fale dzwiekowe sg falami ci$nienia i aby mogty rozchodzié¢ sie
w przestrzeni, czasteczki gazu muszg poruszac sie w ten sposob, aby powsta-

waly obszary wysokiego i niskiego ci$nienia. Dlatego tez nalezy oczekiwaé, ze



srednia kwadratowa predkosé¢ czasteczek jest zblizona do predkosci dzwicku
w powietrzu (340 m - s7!). Rzeczywiscie, jak obliczali$émy wczesniej, $rednia
kwadratowa predko$é czasteczek Ny wynosi 515 m - s~ w temperaturze 298
K.

Przyklad 2

Oblicz Srednig predkosé vg,. czasteczek Ny w powietrzu o temperaturze 25°C.

Srednig predkosé obliczamy rozwiazujac nastepujaca caltke:
Vg = /vf(v)dv
0

przy czym f(v) dana jest réwnaniem 4. Aby obliczy¢ ta catke korzystamy z

podanej w zestawie tablicy calek G4.

3/2 %P 3/2 1/2 1/2
v = At ( M ) / JBe~Mv/2RT _ 4 <M) 1 (m) _ (W)
27 RT / 2rRT 2\ M M

Podstawiajac odpowiedni dane otrzymujemy:

.8.3145J - mol~! - K1 . 298 K\ "/?
Uw:(é& 8,3145J - mo 98 ) o

7+ 28,02kg - mol™!
Jak pokazano w Przyktadzie 2, mozemy uzy¢ rozktadu Maxwella-Boltzmanna

do wyznaczenia Sredniej predkosci czgsteczek v, w gazie:

8RT 1/2 8 1/2
w= () =) Y

Mozemy takze podac¢ najbardziej prawdopodobng predkosé, vy, na podsta-

wie potozenia maksimum krzywej rozktadu:

QRT 1/2 92 1/2
w=(5r) =) ®

Potozenie maksimum krzywej rozktadu mozna wyznaczyé, rézniczkujac f(v)
wzgledem v i znajdujac warto$¢ v (inng niz v = 0 i v = oo) dla ktoérej

pochodna jest rowna zeru Na rysunku 3 podsumowano te wyniki.
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v,., = (2RTIM)™
Vinean = (BRTITM)2

mean

v, .= (3RTIM)"

ms

f(v)/4Arn(M/2rRT)"?

1 yir2 (3/2)2  vI(2RTIM)"?

(4/m

Rysunek 3: Podsumowanie wnioskéw wynikajacych z rozktadu Maxwella dla
czasteczek o masie molowej M w temperaturze 1@ v, = v,, - oznacza
predkos$é najbardziej prawdopodobna, vp,ean = Vs - predkosé Srednia, vy, -

predkosé érednig kwadratowa

Srednia predkosé wzgledna, vy.4, tj. Srednia predkosc, z jaka czasteczka
zbliza sie do drugiej czasteczki tego samego rodzaju, moze by¢ takze obliczona

na podstawie funkcji rozktadu:
Vwzgl = \/évér (9)

Wzér (9) mozna uogdlni¢ na przypadek dwéch czasteczek o réznych masach

ma i mpg:

8kpT\"*
wzgl — 10
v = (2225 (10

gdzie: p nosi nazwe masy zredukowanej i mozna ja obliczy¢:

mamp

ma +mp

Zderzenia
Dzieki modelowi kinetycznemu jako$ciowy opis gazu jako zbioru nieustan-

nie poruszajacych sie i zderzajacych czasteczek staje sie bardziej ilosciowy.



W szczegdlnosci mozemy obliczy¢ czestosé zderzen czasteczek oraz Srednia
droge, jaka czasteczka przebywa pomiedzy zderzeniami.
Czestos¢ zderzen

Teoria kinetyczno-molekularna zaktada, ze czasteczki sa punktami mate-
rialnymi, mimo to do ich zderzenia moze dojs¢ tylko wtedy, gdy srodki dwoch
czasteczek zbliza sie na odlegltos¢ d, przy czym d oznacza Srednice zderzenia,
ktora jest rzedu rzeczywistej $rednicy czasteczek (dla nieprzenikajacych sie
twardych kul jest réwna ich Srednicy). Jak zobaczymy w Przyktadzie 3, kine-
tyczng teorie gazéw mozna zastosowaé¢ do wyprowadzenia wzoru opisujacego
czestosé zderzen, z, tj. liczbe zderzen pojedynczej czasteczki w jednostce
czasu. Jesli w objetosci V' znajduje sie N czasteczek, to wzor na czestosé
zderzen przyjmuje postac:

z = O'Uwzgl./\/ (11)

gdzie N'= N/V, a vy,4 dana jest réwnaniem 9 lub 10. Powierzchnia o = wd?
nosi nazwe przekroju poprzecznego na zderzenie czasteczki. Czesto$¢ zderzen
jako funkcja cisnienia dana jest wzorem:

OVwzglP

kgT

Z réwnani (11) wynika, ze przy statej objetosci czestosé zderzen rosnie ze

(12)

z =

wzrostem temperatury. Natomiast réwn. (12) wskazuje, ze w stalej tempe-
raturze czesto$¢ zderzen jest proporcjonalna do cinienia. Proporcjonalnosé
ta jest uzasadniona, poniewaz im wyzsze cisnienie, tym wicksza jest liczba
czasteczek w probcee, a czesto$é, z jaka one si¢ zderzaja, ro$nie, nawet jesli
ich érednia predkos¢ pozostaje stata.

Przyklad 3

Oblicz czesto$¢ zderzen czasteczek Ny w powietrzu w temperaturze 25°C

i pod cisnieniem 1 atm. Przekrdj czynny czasteczek Ny na zderzenie wynosi

0,43 nm?.



W warunkach statego ciSnienia oraz stalej temperatury wartos¢ czestosci
zderzen czasteczek wyznaczamy na podstawie réwnania 12. Aby skorzystaé
z powyzszej zaleznosci nalezy wczesniej wyznaczy¢ warto$é wzglednej szyb-

kosci (9) czasteczek No:
Vwzgl = V2, =v2-515m - s = 728m - s~

Warto$¢ szybkosci §redniej (515 m - s71) wyznaczono w przykladzie 1.

Czestos¢ zderzen:

TVysgp  0,43-107%m?- 728 m - 571 - 1,01 - 10° Pa

=77-10s7!
kT 1,38-10-28J - K - 208 K ) >

W jednej sekundzie czasteczka azoty zderza sie wiec ok 8 - 10 razy.
Srednia droga swobodna

Znajac czestosé¢ zderzen, mozemy obliczy¢ srednig droge swobodna, A
(lambda), czyli érednig odlegtosdé¢, jaka czasteczka pokonuje pomiedzy zderze-
niami. Jezeli czasteczka zderza sie z czestoscia z, to czas miedzy zderzeniami
jest réwny 1/z, a zatem przebyta droga wynosi (1/2)vy.q. Srednia droga
swobodna czasteczki jest wiec rowna:

A= et (13)

Po podstawieniu wyrazenia (12) zamiast z otrzymujemy:

kT
-

A\ (14)

Podwojenie ci$nienia zmniejsza $rednig droge swobodng do potowy.
Przyktlad 4
Oblicz srednia droge swobodna dla czasteczek Ny w temperaturze 25°C i pod

ci$nieniem 1 atm.
728 m - s~ !

_ _ -9
ARSI =05-10°m

A

9



czyli 95 nm, to znaczy ok 10 érednic czasteczki.

Chociaz w réwnaniu (14) pojawia sie temperatura, w prébce o stalej ob-
jetosci srednia droga swobodna jest od niej niezalezna. Cisnienie jest bowiem
proporcjonalne do 7', a stosunek 7'/p pozostaje staly, gdy temperatura ro-
énie. Srednia droga swobodna w przypadku gazu zamknietego w zbiorniku
o stalej objetosci nie zalezy zatem od temperatury. Droga miedzy zde-
rzeniami jest okreslona przez liczbe czasteczek obecnych w danej objetosci,
a nie przez predkosc, z jaka sie one poruszaja.

Podsumowujac nalezy powiedzieé, ze typowy gaz (Ny lub Oy) pod
cisnieniem 1 atm w temperaturze 25°C mozna traktowaé jak zbior czasteczek
poruszajacych sie ze $rednig predkoscia okoto 500 m-s~!. Kazda czasteczka
ulega zderzeniu w ciggu 1 ns, a pomiedzy zderzeniami przebywa droge odpo-
wiadajaca okoto 103 érednic czasteczkowych. Jezeli érednica czasteczek jest
duzo mniejsza od $redniej drogi swobodnej (d < \), kinetyczny model gazéw
jest poprawny (gaz zachowuje sie w sposéb prawie doskonaly), gdyz wéwczas

czasteczki spedzaja wickszos¢ czasu z dala od siebie.
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1B.1(b)

1B.2(b)

1B.3(b)

1B.4(b)

1B.5(b)

1B.6(b)

1B.7(b)

1B.8(h)

1B.9(b)

Zadania:

Wyznacz stosunki (i) srednich predkosci, (ii) $rednich translacyjnych

energii kinetycznych atoméw: He i Hg w temperaturze 25°C.

Oblicz $rednie predkosci kwadratowe czasteczek CO,, i atomoéow He

w temperaturze 20°C.

Uzyj rozktadu predkosci Maxwella-Boltzmanna do wyznaczenia utamka
czasteczek CO,, ktére w temperaturze 400 K maja predkosci w zakresie

od 400 do 405 m - s L.
Oblicz srednig predkos¢ wzgledng czasteczek O, i Ny w temp. 25°C.

Oblicz najbardziej prawdopodobna predkos¢, srednia predkosé i érednia

predkos¢ wzgledna czasteczek Hy w powietrzu o temperaturze 20°C.

Oblicz czestosé zderzen czasteczek Oy pod cisnieniem 1,00 atm w temp.

25°C.

Najlepsze laboratoryjne pompy prézniowe moga uzyskaé proznie na
poziomie 1 nTr. Zakladajac ze powietrze sktada sie z czasteczek No
o $rednicy zderzen 395 pm,a jego temp. wynosi 25°C, oblicz (i) Srednia

predkosé czasteczek, (ii) $rednia droge swobodna, (iii) czesto$¢ zderzen.

Pod jakim ci$nieniem $rednia droga swobodna atoméw argonu w tem-
peraturze 20°C staje sie porownywalna z dziesieciokrotnoscia $rednicy

tych atoméw. Przyjmij 0=0,636 nm?.

Na wysokosci 15 km temperatura wynosi 217 K, a ci$nienie 12,1 kPa.
Jaka jest srednia droga swobodna czasteczek Ny w tych warunkach?

(0= 0,43 nm?).
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Przydatne caltki dla funkcji:

a) wykladniczych

E1

o0

|
/x”e_‘”dx =" gdzie: nl=n(n—1)-...-1,
a

0

E.2

b) gaussowskich

G.1 .
2 1
/e‘“m dx = \/?
2V a
0
G.2 .
/xe_‘dex = —
a
0
G.3 .
1
/x26 Wdy = - 13
a
0
G4 .
1
/m3e_“$2dx = —
2a2
0
G.5 .
3 /m
4 —azx? _
[t tar =5y
0
G.6
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G.7

G.8

[e.e]

a2
/mee ax de

0

o

2 m'
/1,2m—',-16 axr d(L’ —

0

2am+1

(2m — !
m \/7 gdzie: (2m—1)!! = 1-3-5-.

2m+1 am™

13

~(2m—1)



